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Аннотация
В статье исследованы негомеоморфные отображения римановых поверхностей
класса Соболева. Доказано, что при определённых условиях эти отображения про-
должаются на границу заданной области в терминах простых концов.
У статтi дослiджено негомеоморфнi вiдображення рiманових поверхонь класу
Соболєва. Доведено, що за певних умов вказанi вiдображення казано, что при
определённых условиях эти отображения продолжаются продовжуються на межу
заданої областi в термiнах простих кiнцiв.
In the present paper, we investigate non-homeomorphic mappings of Riemannian
surfaces of Sobolev class. We have obtained some estimates of distortion of moduli of
families of curves. We have proved that, under some conditions, these mappings have
a continuous extension to a boundary of a domain in terms of prime ends.
1 Введение
В работах [1] и [2] получены некоторые важные результаты о граничном поведении
Соболевских гомеоморфизмов на римановых поверхностях. В [1] рассмотрен случай об-
ластей, локально связных на своей границе, в то время как в [2] рассмотрена ситуация,
когда природа областей может быть более сложной. В последнем случае отображения
могут и не иметь поточечного граничного продолжения. Тем не менее, конструкция
простых концов, введённая Каратеодори и использованная здесь, позволяет интерпре-
тировать границу области более удачным способом. Этот способ позволяет сформули-
ровать результаты о непрерывном граничном продолжении отображений, в то время
как «непрерывность» следует понимать в более абстрактной форме.
2В настоящей статье мы намерены отказаться от требования гомеоморфности отобра-
жений, что существенно отличает её от [1] и [2]. Мы покажем, что аналогичные классы
открыто-замкнутых дискретных отображений также имеют непрерывное продолжение
на границу. Определения и обозначения, использованные ниже и не приводящиеся в
тексте, могут быть найдены в работах [1], [2] или [3].
Всюду далее, если не оговорено противное, римановы поверхности S и S∗ имеют
гиперболический тип. В дальнейшем ds
h˜
и dh˜, ds
h˜∗
и dh˜∗ обозначают элементы длины
и площади на римановых поверхностях S и S∗, соответственно. Мы также используем
обозначение h˜ для метрики на поверхности S, в частности,
B˜(p0, r) := {p ∈ S : h˜(p, p0) < r}, S˜(p0, r) := {p ∈ S : h˜(p, p0) = r}
– круг и окружность на поверхности S с центром в точке p0 и радиуса r > 0, соот-
ветственно. Следующие определения относятся к Каратеодори [4], см. также [5], [6] и
более ранние работы, связанные с изучением простых концов [7] и [8]. Напомним, что
непрерывное отображение σ : I → S, I = (0, 1), называется жордановой дугой в S, если
σ(t1) 6= σ(t2) при t1 6= t2. Далее мы иногда будем использовать σ для σ(I), σ для σ(I) и
∂σ для σ(I) \σ(I). Разрезом области D будем называть либо жорданову дугу σ : I → D,
концы которой лежат на ∂D, либо замкнутую жорданову кривую в D. Последователь-
ность σ1, σ2, . . . , σm, . . . разрезов области D называется цепью, если:
(i) σi ∩ σj = ∅ для всех i 6= j, i, j = 1, 2, . . .;
(ii) σm разделяет D, т. е. D \ σm состоит ровно из двух компонент, одна из которых
содержит σm−1, а другая – σm+1,
(iii) h˜(σm) →∞ при m→∞, h˜(σm) = sup
p1,p2∈σm
h˜(p1, p2).
Согласно определению, цепь разрезов {σm} определяет цепь областей dm ⊂ D, таких,
что ∂ dm ∩ D ⊂ σm и d1 ⊃ d2 ⊃ . . . ⊃ dm ⊃ . . .. Две цепи разрезов {σm} и {σ
′
k}
называются эквивалентными, если для каждого m = 1, 2, . . . область dm содержит все
области d ′k за исключением конечного числа и для каждого k = 1, 2, . . . область d
′
k также
содержит все области dm за исключением конечного числа. Конец области D – это класс
эквивалентных цепей разрезов D.
Пусть K – простой конец области D в Rn, {σm} и {σ
′
m} – две цепи в K, dm и d
′
m –
области, соответствующие σm и σ
′
m. Тогда
∞⋂
m=1
dm ⊂
∞⋂
m=1
d ′m ⊂
∞⋂
m=1
dm ,
и, таким образом,
∞⋂
m=1
dm =
∞⋂
m=1
d ′m ,
т. е. множество
I(K) =
∞⋂
m=1
dm
3зависит только от K и не зависит от выбора цепи разрезов {σm}. Множество I(K) на-
зывается телом простого конца K. В дальнейшем через ED обозначается множество
всех простых концов области D, а DP := D ∪ ED обозначает пополнение области D её
простыми концами. ПревратимDP в топологическое пространство следующим образом.
Во-первых, открытые множества из D считаем открытыми в DP , во-вторых, базовую
окрестность простого конца P ⊂ ED определим как объединение произвольной области
d, входящей в некоторую цепь разрезов конца P, со всеми остальными простыми кон-
цами из d. В частности, в данной топологии последовательность точек xn ∈ D сходится
к элементу P ∈ ED тогда и только тогда, когда для любой области dm, принадлежащей
цепи областей d1, d2, d3, . . . , входящей в P, найдётся n0 = n0(m) такой, что xn ∈ dm при
n > n0.
Дилатация отображения f в точке z определяется (в локальных координатах) соот-
ношением
Kf (z) =
|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|
(1.1)
при Jf(z) 6= 0, Kf (z) = 1 при ‖f
′(z)‖ = 0 и Kf (z) = ∞ в остальных случаях. Нетрудно
видеть, что Kf не зависит от локальных координат, поскольку отображения перехо-
да от одной карте к другой являются конформными в силу определения римановой
поверхности. Основной результат работы содержится в следующей теореме.
Теорема 1.1. Пусть D,D∗ – области в S и S∗, соответственно, имеющие компактные
замыкания D ⊂ S и D∗ ⊂ S∗, при этом ∂D и ∂D∗ имеют конечное число компонент,
кроме того, все компоненты ∂D∗ невырожденные. Предположим, Q : S → (0,∞) –
заданная измеримая относительно меры h˜ на S функция, Q(p) ≡ 0 в S \ D. Пусть
f : D → D∗ – открытое дискретное и замкнутое отображение области D на D∗ класса
W 1,1loc с конечным искажением, такой что Kf (p) 6 Q(p) при почти всех p ∈ D. Тогда
f продолжается до непрерывного отображения f : DP → D∗P , f(DP ) = D∗P , если
выполнено одно из следующих условий:
1) либо в каждой точке p0 ∈ ∂D при некотором ε0 = ε0(p0) > 0 и всех 0 < ε < ε0
выполнены следующие условия:
ε0∫
ε
dt
‖Q‖(t)
<∞ ,
ε0∫
0
dt
‖Q‖(t)
=∞ , (1.2)
где ‖Q‖(t) :=
∫
S˜(p0,r)
Q(p) ds
h˜
(p) обозначает L1-норму функцииQ над окружностью S˜(p0, r),
2) либо Q ∈ FMO(∂D).
42 Вспомогательные сведения. Непрерывное продолже-
ние нижних Q-отображений
В дальнейшем нам понадобится следующее вспомогательное утверждение, которое для
пространства Rn (см., напр., [10, лемма 7.4, гл. 7]). Доказательство этого утверждения
см., напр., в [3, предложение 4.5].
Предложение 2.1. Пусть p0 ∈ S, U – некоторая нормальная окрестность точки
p0, 0 < r1 < r2 < dist (p0, ∂U), Q(p) – измеримая относительно меры h˜ функция, Q :
S → [0,∞], Q ∈ L1(U). Положим A˜ = A˜(p0, r1, r2) = {p ∈ S : r1 < h˜(p, p0) < r2},
‖Q‖(r) =
∫
S˜(p0,r)
Q(p) ds
h˜
(p),
η0(r) :=
1
I · ‖Q‖(r)
, (2.1)
где
I = I(p0, r1, r2) :=
r2∫
r1
dr
‖Q‖(r)
.
Тогда
1
I
=
∫
A˜(p0,r1,r2)
Q(p) · η20(h˜(p, p0)) dh˜(p) 6
∫
A˜(p0,r1,r2)
Q(p) · η2(h˜(p, p0)) dh˜(p) (2.2)
для любой измеримой по Лебегу функции η : (r1, r2) → [0,∞] такой, что
r2∫
r1
η(r)dr = 1 . (2.3)
Для отображения f : D → S∗ и множества E ⊂ D ⊂ S положим
C(f, E) = {y ∈ S∗ : ∃ x ∈ E, xk ∈ D : xk → x, f(xk) → y, k →∞} .
Имеет место следующее утверждение.
Предложение 2.2. Предположим, область D ⊂ S имеет не более конечного числа
граничных компонент Γ1,Γ2, . . . ,Γn ⊂ ∂D. Тогда:
1) для каждой компоненты Γi, i = 1, 2, . . . , n найдётся окрестность Ui ⊂ S и кон-
формное отображение H области U∗i := Ui ∩ D на круговое кольцо R = {z ∈ C : 0 6
ri < |z| < 1}, такие что γi := ∂U
∗
i ∩D является замкнутой жордановой кривой,
C(H, γi) = {z ∈ C : |z| = 1}; C(H,Γi) = {z ∈ C : |z| = ri} ,
при этом, ri = 0 тогда и только тогда, когда Γ вырождается в точку. Более того, отоб-
ражение H продолжается до гомеоморфизма U ∗i P на R, см., [2, лемма 2];
52) пространство DP метризуемо при помощи некоторой метрики ρ : DP × DP → R
такой, что сходимость произвольной последовательности xn ∈ D, n = 1, 2, . . . , к неко-
торому простому концу P ∈ ED эквивалентна сходимости xn в одном из пространств
U ∗i P , см. [2, замечание 2];
3) каждый простой конец P ∈ ED содержит эквивалентную цепь разрезов σm, m =
1, 2, . . . , лежащую на сферах S˜(z0, rm), rm →∞ при m→∞, см. [2, замечание 1];
4) для каждого простого конца P ⊂ ED его тело I(P ) представляет собой континуум
в ∂D, при этом, найдётся одно и только одно 1 6 i 6 n такое, что I(P ) ⊂ Γi, см. [2,
предложение 1, замечание 1].
Техника доказательства основного результата основана на использовании модулей се-
мейств кривых, искажение которых при отображениях класса Соболева является уста-
новленным фактом. Исходя из этого, рассмотрим в точности тот (более широкий) класс
отображений, для которого нужное свойство искажения модуля выполняется по опреде-
лению. Всюду далееM(·) – модуль семейств кривых на S (см., напр., [1]–[3]). Напомним,
что измеримая относительно площади h˜ функция ρ : S → [0,∞] обобщённо допустима
для семейства кривых Γ, сокр. ρ ∈ ext admΓ, если соотношение∫
γ
ρ ds
h˜
(p) > 1
выполнено для всех локально спрямляемых кривых γ ∈ Γ \ Γ0, где M(Γ0) = 0. Следу-
ющий класс отображений представляет собой обобщение квазиконформных отображе-
ний в смысле кольцевого определения по Герингу (см., напр., [10, глава 9]). Пусть D и
D ∗ — заданные области, лежащие в римановых поверхностях S и S∗, соответственно,
Q : D → (0,∞) — измеримая функция относительно меры h˜ на S. Будем говорить, что
f : D → D ∗ — нижнее Q-отображение в точке p0 ∈ D, если найдётся ε0 = ε0(p0) > 0,
ε0 < d0 = sup
p∈D
h˜(p, p0), такое, что
M(f(Σε)) > inf
ρ∈ext admΣε
∫
D∩A˜(p0,ε,ε0)
ρ2(p)
Q(p)
dh˜(p) (2.4)
для каждого кольца A˜(p0, ε, ε0) = {p ∈ S : ε < h˜(p, p0) < ε0}, где Σε обозначает семейство
всех пересечений окружностей S˜(p0, r) = {p ∈ S : h˜(p, p0) = r} с областью D, r ∈ (ε, ε0).
Во многих случаях требуется проверить свойство (2.4), избегая проверки бесконечной
серии неравенств. Такую возможность даёт следующее утверждение (см. также [10,
теорема 9.2] и [11, лемма 4.2]), доказательство которого см., напр., в [3, лемма 2.3].
Лемма 2.1. Пусть D и D ∗ — заданные области в S и S∗, соответственно, p0 ∈ D
и Q : D → (0,∞) — заданная измеримая функция. Тогда отображение f : D → D ∗
является нижним Q-отображением в точке p0 тогда и только тогда, когда найдётся
60 < d0 < sup
p∈D
h˜(p, p0) такое, что
M(f(Σε)) >
ε0∫
ε
dr
‖Q‖(r)
∀ ε ∈ (0, ε0) , ε0 ∈ (0, d0) , (2.5)
где, как и выше, Σε обозначает семейство всех пересечений окружностей S˜(p0, r) с об-
ластью D, r ∈ (ε, ε0),
‖Q‖(r) =
∫
D(p0,r)
Q(p) ds
h˜
(p)
— L1-норма функции Q над пересечением D ∩ S˜(p0, r) = D(p0, r) = {p ∈ D : h˜(p, p0) =
r}.
Лемма 2.2. Пусть D,D∗ – области в S и S∗, соответственно, имеющие компактные
замыкания D ⊂ S и D∗ ⊂ S∗, при этом, ∂D и ∂D∗ состоят из конечного числа компонент,
и все компоненты ∂D∗ невырожденные. Предположим, f : D → D∗, f(D) = D∗, –
открытое дискретное замкнутое отображение. Тогда:
1) C(f, P ) – континуум в ∂D∗, где
C(f, P ) = {y ∈ S∗ : ∃ xk ∈ D : xk
k→∞
→ P, f(xk)
k→∞
→ y} .
В частности, найдётся единственная компонента Γ ⊂ ∂D∗, такая что C(f, P ) ⊂ Γ;
2) если P ⊂ ED и dk, k = 1, 2, . . . – цепь разрезов, соответствующая P и U ⊂ S∗ –
окрестность Γ, соответствующая пункту 1) предложения 2.2, то найдётся s0 ∈ N такое,
что
f(dk) ⊂ U
∗ ∀ k > s0 , (2.6)
где U∗ := U ∩D∗.
Доказательство. Покажем, что C(f, P ) – континуум в ∂D∗, где
C(f, P ) = {y ∈ S∗ : ∃ xk ∈ D : xk
k→∞
→ P, f(xk)
k→∞
→ y} .
Для этой цели, докажем, что
C(f, P ) =
∞⋂
k=1
f(dk) , (2.7)
где dk, k = 1, 2, . . . – последовательность областей разрезов, соответствующих простому
концу P. Действительно, пусть y ∈ C(f, P ), тогда y = lim
k→∞
yk, yk → P при k → ∞.
Можно считать, что yk = f(xk), xk ∈ dk. Тогда для каждого m ∈ N найдётся k0 =
k0(m) : xk ∈ dm при k > k0, поскольку последовательность областей dm – убывающая.
Отсюда следует, что y ∈ f(dk) при всех k = 1, 2, . . . , тем самым C(f, P ) ⊂
∞⋂
k=1
f(dk).
Обратно, пусть y ∈
∞⋂
k=1
f(dk). Тогда при фиксированном k ∈ N имеем: y = lim
m→∞
y
(k)
m , где
7y
(k)
m ∈ f(dk), m = 1, 2, . . . . Отсюда следует, что найдутся такие x
(k)
m ∈ dk, m = 1, 2, . . . ,
что f(x
(k)
m ) → y при m→∞. Тогда для числа 1/2 k найдётся номер m = mk ∈ N такой,
что h˜∗(f(x
(k)
mk), y) < 1/2
k. По определению, последовательность x
(k)
mk сходится к P при
k →∞ и f(x
(k)
mk) → y при k →∞, т.е., y ∈ C(f, P ). Таким образом, C(f, P ) ⊂
∞⋂
k=1
f(dk),
∞⋂
k=1
f(dk) ⊂ C(f, P ) и, значит, равенство (2.7) установлено. Тогда по [12, теорема 5.II.5]
C(f, P ) – континуум.
Осталось показать, что C(f, P ) ⊂ ∂D∗. Заметим, прежде всего, что C(f, P ) 6= ∅,
поскольку D∗ – компакт по условию. Пусть y ∈ C(f, P ), тогда y = lim
k→∞
yk, yk → P при
k →∞ и yk = f(xk), xk ∈ dk. Не ограничивая общности, в силу компактности D, можно
считать, что xk сходится к x0 при k →∞. Тогда x0 ∈ I(P ) ⊂ ∂D по предложению 2.2 и
ввиду того, что x0 ∈
∞⋂
k=1
dk. Поскольку f – открытое дискретное замкнутое отображение,
оно сохраняет границу, тем самым, f(xk) = yk может сходиться только к граничной
точке при k →∞, т.е., y ∈ ∂D∗. Пункт 1) леммы 2.2 установлен.
Установим пункт 2). Пусть U ⊂ S∗ – окрестность Γ, соответствующая предложе-
нию 2.2, другими словами, найдётся конформное отображение H области U∗ := U ∩D∗
на круговое кольцо R = {z ∈ C : 0 < r < |z| < 1}, такое что γ := ∂U ∗ ∩ D является
замкнутой жордановой кривой,
C(H, γ) = {z ∈ C : |z| = 1}; C(H,Γ) = {z ∈ C : |z| = r} .
Покажем справедливость соотношения (2.6). Предположим противное. Тогда най-
дётся возрастающая последовательность номеров kl, l = 1, 2, . . . , и последовательность
точек ykl ∈ f(dkl) такая, что ykl ∈ D∗ \ U
∗ при всех l ∈ N. Ввиду компактности D∗ мы
можем считать, что ykl сходится к некоторой точке y0 при l → ∞, тогда y0 ∈ Γ ввиду
включения C(f, P ) ⊂ Γ. Пусть ε1 > 0 таково, что B(y0, ε1) ⊂ U ; такое ε1 существует,
так как U – окрестность кривой Γ. Тогда ykl ∈ B(y0, ε1) ∩D∗ ⊂ U
∗ при больших l ∈ N,
что противоречит сделанному предположению ykl ∈ D∗ \U
∗ при всех l ∈ N. Полученное
противоречие указывает на справедливость включения (2.6). ✷
Справедливо следующее утверждение, аналог которого для гомеоморфизмов был
получен в [2, лемма 4], см. также [5, лемма 3] и [9, лемма 5.1].
Теорема 2.1. Пусть D,D∗ – области в S и S∗, соответственно, имеющие компактные
замыкания D ⊂ S и D∗ ⊂ S∗, при этом, ∂D и ∂D∗ состоят из конечного числа компонент,
и все компоненты ∂D∗ невырожденные. Предположим, Q : S→ (0,∞) – заданная изме-
римая относительно меры h˜ на S функция, Q(p) ≡ 0 в S \D. Пусть также отображение
f : D → D∗, D∗ = f(D), является нижним Q-отображением в каждой точке p0 ∈ ∂D,
кроме того, f является открытым, дискретным и замкнутым. Тогда f продолжается
до непрерывного отображения f : DP → D∗P , f(DP ) = D∗P , если выполнено одно из
следующих условий:
81) либо в каждой точке p0 ∈ ∂D при некотором ε0 = ε0(p0) > 0 и всех 0 < ε < ε0
выполнены следующие условия:
ε0∫
ε
dt
‖Q‖(t)
<∞ ,
ε0∫
0
dt
‖Q‖(t)
=∞ , (2.8)
где ‖Q‖(t) :=
∫
S˜(p0,r)
Q(p) ds
h˜
(p) обозначает L1-норму функцииQ над окружностью S˜(p0, r),
2) либо Q ∈ FMO(∂D).
Доказательство. Докажем вначале, что f имеет непрерывное продолжение f :
DP → D∗P . Рассмотрим прежде всего случай 1), т.е., когда имеют место соотноше-
ния (2.8). Зафиксируем P ∈ ED.
1) По пункту 1) леммы 2.2 C(f, P ) – континуум в ∂D∗. Тогда найдётся связная ком-
понента Γ ⊂ ∂D∗, содержащая C(f, P ). Пусть U ⊂ S∗ – окрестность Γ, соответствую-
щая предложению 2.2, и пусть H – соответствующее конформное отображение области
U∗ := U ∩D∗ на круговое кольцо R = {z ∈ C : 0 < r < |z| < 1}, такое что γ := ∂U
∗ ∩D
является замкнутой жордановой кривой,
C(H, γ) = {z ∈ C : |z| = 1}; C(H,Γ) = {z ∈ C : |z| = r} .
По предложению 2.2 существует цепь разрезов σn, соответствующих простому концу
P, лежащих на сферах S˜(p0, rn), p0 ∈ ∂D, rn → 0 при n → ∞. Пусть dn, n = 1, 2, . . . ,
– последовательность областей, соответствующая разрезам σn. Ввиду включения (2.6)
мы можем считать, что f(d1) ⊂ U
∗. Положим теперь f˜ := f |d1, g := H ◦ f˜ , g : d1 → R,
g(d1) ⊂ R. Заметим, что R является областью, каждая точка которой имеет сколь угод-
но малую окрестность, пересечение которой с R квазиконформно эквивалентно единич-
ному кругу (помимо прямых рассуждений, данное утверждение может быть получено
из соответствующего результата Вяйсяля [14, теорема 17.12], поскольку границей R
является объединение двух окружностей, являющихся C1-многообразиями. По этому
поводу см. также [13, разд. 2.2] и [15, замечание 1.5]). Тогда согласно [13, теорема 4.1]
и с учётом [2, замечание 2], мы можем считать, что RP = R. В таком случае, для до-
казательства утверждения теоремы достаточно установить непрерывное продолжение
g : d1 ∪ {P} → R.
2) Более того, по компактности R нам достаточно установить, что множество
L = C(g, P ) :=
{
y ∈ ∂R : y = lim
m→∞
g(pm), pm → P, pm ∈ d1
}
состоит из единственной точки y0 ∈ ∂R. Отображение g, как и прежде, открыто и
дискретно в d1, но не обязательно замкнуто. Покажем, что отображение g удовлетворяет
соотношению
M(g(Σ1ε)) >
ε1∫
ε
dr
‖Q‖(r)
∀ ε ∈ (0, ε1) , ε1 ∈ (0, r1) , (2.9)
9где Σ1ε обозначает семейство всех пересечений окружностей S˜(p0, r) = {p ∈ S : h˜(p, p0) =
r} с областью d1, r ∈ (ε, ε1). Для доказательства этого факта покажем, что
S˜(p0, r) ∩D > S˜(p0, r) ∩ d1, r < r1 . (2.10)
(Здесь и далее запись Γ1 > Γ2 означает, что для каждой штриховой линии α ∈ Γ1,
α :
∞⋃
i=1
(ai, bi) → S найдется штриховая линия β ∈ Γ2, где β :
∞⋃
i,k=1
(aik, bik) → S, где
∞⋃
k=1
(aik, bik) ⊂ (ai, bi), α|(aik,bik) = β при каждых i = 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . и, кроме того,
хотя бы один интервал (aik, bik) не пуст).
В самом деле, зафиксируем 0 < r < r1. Тогда найдётся i ∈ N такое, что ri < r. Пусть
σi ⊂ S˜(p0, ri)∩d1 – разрез, соответствующий области di. Соединим произвольную точку
ω ∈ σi с точкой w ∈ σ1 в D кривой αi, |αi| ⊂ D. Не орграничивая общности, можно
считать, что αi лежит в d1, кроме своей концевой точки, так как ∂d1∩D ⊂ σ1. Заметим,
что |αi| ∩ B˜(p0, r) 6= ∅ 6= |αi| ∩ (S \ B˜(p0, r)), поэтому ввиду [12, теорема 1.I.5, § 46]
|αi| ∩ S˜(p0, r) 6= ∅. Отсюда следует, что S˜(p0, r) ∩ d1 6= ∅.
Пусть теперь α := S˜(p0, r) ∩ D – штриховая линия, α :
∞⋃
i=1
(ai, bi) → D, где среди
интервалов (ai, bi) хотя бы один не пуст. По доказанному β := S˜(p0, r)∩d1 6= ∅, поэтому
существует не более чем счётная система интервалов (ck, dk), k = 1, 2, . . . , такая что β :
∞⋃
k=1
(ck, dk) → d1 и интервал (ck, dk) не пуст хотя бы для одного k ∈ N. По определению,
для каждого k ∈ N найдётся i ∈ N такое, что (ck, dk) ⊂ (ai, bi). Обозначим (aik, bik) :=
(ai, bi) ∩ (ck, dk) и заметим, что интервал (aik, bik) не пуст хотя бы для одного i ∈ N и
k ∈ N. Заметим также, что
∞⋃
k=1
(aik, bik) ⊂ (ai, bi) и α|(aik ,bik) = β, что и доказывает (2.10).
Из (2.10) вытекает, что f(S˜(p0, r)∩D) > f(S˜(p0, r)∩d1) = f˜(S˜(p0, r)∩d1), где f˜ := f |d1 .
Пусть также Σε обозначает семейство всех пересечений окружностей S˜(p0, r) = {p ∈ S :
h˜(p, p0) = r} с областью D. Тогда по [19, теорема 1(c)] M(f˜(Σ
1
ε)) >M(f(Σε)) и, значит,
по лемме (2.1)
M(f˜ (Σ1ε)) >
ε1∫
ε
dr
‖Q‖(r)
∀ ε ∈ (0, ε1) , ε1 ∈ (0, r1) . (2.11)
В таком случае, (2.9) вытекает из (2.11), поскольку g = H ◦ f˜ и H – конформное отобра-
жение, сохраняющее модуль семейств кривых относительно меры Лебега на плоскости
(см., напр., [14, теорема 8.1], см. также соответствующий результат о совпадении мо-
дуля семейств кривых в единичном круге относительно евклидовой и гиперболических
метрик и мер [17, замечание 5.2]. По этому поводу укажем также на [16, замечание 1],
где понятие модуля семейств кривых на на римановой поверхности вводится несколько
иным (эквивалентным) способом).
Зафиксируем δ ∈ (0, r1) и положим Γ
δ
n :=
⋃
r∈(rn,δ)
g(S˜(p0, r)∩ d1), где объединение сле-
дует понимать не в теоретико-множественном смысле, а именно как семейство кривых
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«от rn до δ». Из (2.11) с учётом (2.8) вытекает, что
M(Γ δn) →∞ , n→∞ . (2.12)
3) Проведём теперь доказательство от противного. Предположим, что отображение g
не имеет предела при p→ P. Тогда найдутся две последовательности pn, p
′
n ∈ dn, и две
точки y 6= y∗, y, y∗ ∈ R, такие что g(pn) → y и g(p
′
n) → y∗ при n→∞. Соединим точки
pn и p
′
n кривой γn, лежащей в области dn. Пусть r0 := |y − y∗| и U0 := B(y, r0/2). Заме-
тим, что граница области R является сильно достижимой, поскольку R имеет конечное
число компонент и является конечно связной на границе (см., напр., [18, теорема 6.2 и
следствие 6.8]). Поэтому для окрестности U0 точки y найдётся окрестность V ⊂ U0 этой
же точки, компакт K ⊂ R и число δ > 0 такие, что для любого континуума E ⊂ R,
E ∩ ∂U 6= ∅ 6= E ∩ ∂V, выполняется условие
M(Γ(E,K,R)) > δ . (2.13)
Пусть Cn := g(|γn|). Заметим, что ∂U ∩ |Cn| 6= ∅ при достаточно больших n ∈ N,
см. [12, теорема 1.I.5, § 46] (как обычно, |Cn| обозначает носитель кривой Cn). Тогда из
условия (2.13) вытекает, что
M(Γ(|Cn|, K,R)) > δ (2.14)
для всех достаточно больших n.
Покажем, что при достаточно больших n ∈ N
Γ(|Cn|, K,R) > Γ(g(σn), K,R) , (2.15)
где σn – разрез областиD, соответствующий области dn. По соотношению (2.7) и пункту
1) леммы 2.2 C(f˜ , P ) = C(f, P ) =
∞⋂
k=1
f(dk) ⊂ ∂D∗ , поэтому при больших n ∈ N для
любого компакта K∗ ⊂ D∗ выполнено условие: f(dn) ∩ K
∗ = ∅. В таком случае, при
некотором n0 ∈ N и всех n > n0 имеем f(dn)∩H
−1(K) = ∅. Так как H – гомеоморфизм
и f˜(dn) = f(dn) при указанных n ∈ N, то отсюда следует, что g(dn)∩K = ∅, g = H ◦ f˜ .
Пусть теперь γ ∈ Γ(|Cn|, K,R). Поскольку |Cn| ⊂ g(dn), то в силу доказанного выше
|γ| ∩ g(dn) 6= ∅ 6= |γ| ∩ (C \ g(dn)). В таком случае, по [12, теорема 1.I.5, § 46]
|γ| ∩ (∂g(dn) ∩ R) 6= ∅ . (2.16)
Установим теперь, что
∂g(dn) ∩ R ⊂ g(σn) . (2.17)
Во-первых, из (2.16) вытекает, что ∂g(dn)∩R 6= ∅. Пусть ζ0 ∈ ∂g(dn)∩R. Тогда найдётся
последовательность ζk ∈ g(dn) такая, что ζk → ζ0 при k → ∞. Так как ζk ∈ g(dn),
найдётся ξk ∈ dn такая, что g(ξk) = ζk. Так как по предположению D – компакт в S,
можно считать, ξk – сходящаяся последовательность, ξk
k→∞
→ ξ0 ∈ dn. Если ξ0 ∈ dn, то
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ζ0 была бы внутренней точкой g(dn) по открытости отображения g, что противоречит
выбору ζ0. Значит, ξ0 ∈ ∂dn. Заметим также, что ξ0 ∈ D. В самом деле, если ξ0 ∈ ∂D,
то f(ξk) = f˜(ξk) может сходиться только к граничной точке области D∗ по замкнутости
отображения f, однако, f(ξk) = H
−1(g(ξk)) = H
−1(ζk) сходится к внутренней точке
H −1(ζ0) ∈ D∗, поскольку ζk
k→∞
→ ζ0 ∈ R и H – гомеоморфизм U
∗ на R. Полученное
противоречие указывает на то, что ξ0 ∈ ∂dn ∩D, т.е., ξ0 ∈ σn. Тогда g(ξ0) = ζ0 ∈ g(σn).
Включение (2.17) установлено.
Тогда из (2.16) следует, что |γ| ∩ g(σn) 6= ∅. Тем самым, соотношение (2.15) также
доказано. Из (2.15) на основании [19, теорема 1(c)] вытекает, что M(Γ(|Cn|, K,R)) 6
M(Γ(g(σn), K,R)), но тогда из (2.14) следует, что
M(Γ(g(σn), K,R)) > δ , n > n0 . (2.18)
См. рисунок 1 по поводу иллюстрации доказательства теоремы 2.1.
Рис. 1: К доказательству теоремы 2.1
4) Покажем, что условие (2.18) противоречит (2.12). Для этой цели, оценим M(Γ δi )
в (2.12) сверху, воспользовавшись связью Цимера между соединяющими и разделяю-
щими кривыми [20]. Покажем, прежде всего, что найдётся ε1 > 0 такое, что
K ∩ g(B˜(p0, r) ∩ d1) = ∅ ∀ r ∈ (0, ε1) . (2.19)
Предположим противное. Тогда для всякого k ∈ N найдётся qk ∈ K ∩ g(B˜(p0, 1/k) ∩ d1).
Так как qk ∈ g(B˜(p0, 1/k) ∩ d1), то найдётся последовательность qkl ∈ g(B˜(p0, 1/k) ∩ d1)
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такая, что qkl → qk при l →∞. Так как qkl ∈ g(B˜(p0, 1/k)∩d1), найдётся последователь-
ность ζkl ∈ B˜(p0, 1/k) ∩ d1 такая, что g(ζkl) = qkl. Зафиксируем k ∈ N и выберем lk > 0
так, что |qklk − qk| < 1/2
k. Не ограничивая общности, можно считать, что последова-
тельность qk сходится к точке z0 при k →∞. Тогда по неравенству треугольника
|g(ζklk)− z0| 6 |g(ζklk)− qk|+ |qk − z0| =
= |qklk − qk|+ |qk − z0| < 1/2
k + |qk − z0|
k→∞
→ 0 . (2.20)
Из (2.20) следует, что z0 ∈ ∂R. В самом деле, если z0 ∈ R, то по непрерывности отобра-
жения H −1 имеем:
h˜∗(H
−1(g(ζklk)), H
−1(z0)) = h˜∗(f(ζklk), H
−1(z0))
k→∞
→ 0 ,
где h˜∗ – соответствующая метрика на поверхности S∗. Последнее противоречит замкну-
тости отображения f в D, так как H −1(z0) ∈ C(f, p0) ⊂ ∂D∗ (см. [3, предложение 4.3])
и, в то же время, H −1(z0) – внутренняя точка D∗ ввиду предположения z0 ∈ R. Значит,
z0 ∈ ∂R, что противоречит условию qk
k→∞
→ z0 ∈ ∂R и тому, что qk ∈ K, K – компакт в
R. Ввиду полученного противоречия, соотношение (2.19) доказано. Тогда
K ⊂ R \ g(B˜(p0, r) ∩ d1) , r ∈ (0, ε1) . (2.21)
Из (2.21), в частности, вытекает, что множества K и g(σn) не пересекаются при n >
n1 > n0, где n1 ∈ N таково, что rn1 < ε1.
5) Пусть n > n1. Заметим также, что при произвольном r ∈ (rn, ε1) множество
Ar := ∂(g(B˜(p0, r) ∩ d1)) ∩ R отделяет K и g(σn) в R. Действительно,
R = Br ∪ Ar ∪ Cr ∀ r ∈ (rn, ε1) ,
где множества Br := g(B˜(p0, r)∩d1) и Cr := R\g(B˜(p0, r) ∩ d1) открыты в R, g(σn) ⊂ Br,
K ⊂ Cr и Ar замкнуто в R.
Пусть Σn – семейство всех множеств, отделяющих g(σn) от K в R. Установим, что
(∂g(B˜(p0, r) ∩ d1)) ∩R ⊂ g(S˜(p0, r) ∩ d1), 0 < r < r1 . (2.22)
Действительно, пусть ζ0 ∈ (∂g(B˜(p0, r) ∩ d1)) ∩ R. Тогда найдётся последовательность
ζk ∈ g(B˜(p0, r) ∩ d1) такая, что ζk → ζ0 при k → ∞, где ζk = g(ξk), ξk ∈ B˜(p0, r) ∩ d1.
Не ограничивая общности рассуждений, можно считать, что ξk → ξ0 при k →∞. Если
ξ0 ∈ ∂D, то ввиду замкнутости отображения f в D последовательность f(ξk) может
сходиться только к некоторой граничной точке z1 ∈ D∗, однако, H
−1(g(ξk)) = f(ξk)
сходится к внутренней точке D∗, поскольку H – гомеоморфизм, ζk = g(ξk) и ζk
k→∞
→ ζ0 ∈
R. Значит, ξ0 ∈ D. Если ξ0 ∈ ∂d1, то ξ0 ∈ σ1 ⊂ S˜(p0, r1), что невозможно, так как по
предположению ξk ∈ B˜(p0, r), ξk
k→∞
→ ξ0 и r < r1. Значит, ξ0 ∈ d1.
13
Теперь возможны две ситуации: 1) ξ0 ∈ B˜(p0, r)∩d1 и 2) ξ0 ∈ S˜(p0, r)∩d1. Заметим, что
случай 1) невозможен, поскольку, в этом случае, g(ξ0) = ζ0 и ζ0 – внутренняя точка мно-
жества g(B˜(p0, r) ∩ d1), что противоречит выбору ζ0. Таким образом, включение (2.22)
установлено.
Здесь и далее объединения вида
⋃
r∈(r1,r2)
∂g(B˜(p0, r)∩d1)∩R понимаются как семейства
множеств. Обозначим через Σn семейство всех множеств, отделяющих K и g(σn) в R
(см. [20, разд. 2.3]). Тогда по (2.22) при n > n1, где n1 определено в пункте 4), получаем:
M(Σn) > M
 ⋃
r∈(rn,ε1)
∂g(B˜(p0, r) ∩ d1) ∩ R
 >
>M
 ⋃
r∈(rn,ε1)
g(S˜(p0, r) ∩ d1)
 > M
 ⋃
r∈(rn,ε1)
g(S˜(p0, r) ∩ d1)
 . (2.23)
Из (2.23) и (2.12) при δ = ε1 вытекает, что
M(Σn)
n→∞
→ ∞ . (2.24)
С другой стороны, по равенствам Цимера и Хессе [20, теорема 3.10] и [21, теорема 5.5],
получаем:
M(Σn) =
1
M(Γ(g(σn), K,R))
. (2.25)
Тогда из (2.25) и (2.24) вытекает, что
M(Γ(g(σn), K,R))
n→∞
→ 0 ,
что противоречит (2.18). Полученное противоречие доказывает утверждение теоремы
в случае, когда имеют место соотношения (2.8).
Рассмотрим теперь случай 2), а именно, пусть теперь Q ∈ FMO(∂D). Пусть ϕ : S→
R, ϕ(x) = 0 при x 6∈ D – неотрицательная функция, имеющая конечное среднее колеба-
ние в точке p0 ∈ D ⊂ S. По [22, теорема 7.2.2] поверхность S является 2-регулярной по
Альфорсу, так что по [23, лемма 3] для некоторого 0 < ε˜0 < dist(p0, ∂U), U – некоторая
нормальная окрестность точки p0,∫
ε<h˜(p,p0)<ε˜0
ϕ(p) dh˜(p)(
h˜(p, p0) log
1
h˜(p,p0)
)2 = O(log log 1ε
)
(2.26)
при ε → 0. Положим 0 < ψ(t) = 1
(t log 1
t
)
. Заметим также, что при достаточно малых
ε > 0 выполнено ψ(t) > 1
t log 1
t
, поэтому I(ε, ε˜0) :=
ε˜0∫
ε
ψ(t) dt > log
log 1
ε
log 1
ε˜0
. Положим η(t) :=
ψ(t)/I(ε, ε˜0). Тогда в силу соотношения (2.26) найдётся постоянная C > 0 такая, что∫
A˜(p0,ε,ε˜0)
Q(p) · η2(h˜(p, p0)) dh˜(p) =
1
I2(ε, ε˜0)
∫
ε<h˜(p,p0)<ε˜0
Q(p) dh˜(p)(
h˜(p, p0) log
1
h˜(p,p0)
)2 6
14
6 C ·
(
log
log 1
ε
log 1
ε˜0
)−1
ε→0
→ 0 . (2.27)
Тогда из (2.2) учётом (2.27) вытекают условия (1.2), ввиду чего необходимое заключение
следует прямо из теоремы 2.1.
Для завершения доказательства необходимо установить равенство f(DP ) = R. Оче-
видно, f(DP ) ⊂ R. Покажем обратное включение. Пусть ζ0 ∈ R. Если ζ0 – внутрен-
няя точка области R, то, очевидно, существует ξ0 ∈ D так, что f(ξ0) = ζ0 и, значит,
ζ0 ∈ f(D). Пусть теперь ζ0 ∈ ∂R. Тогда найдётся последовательность ζn ∈ R, ζn = f(ξn),
ξn ∈ D, такая, что ζn → ζ0 при n→∞. Поскольку DP – компакт, то можно считать, что
ξn → P0, где P0 – некоторый простой конец в DP . Тогда также ζ0 ∈ f(DP ). Включение
R ⊂ f(DP ) доказано и, значит, f(DP ) = R. Теорема доказана. ✷
Доказательство теоремы 1.1. Заметим, что N(f,D) < ∞ (см. [24, теорема 5.5]),
поскольку f является открытым, дискретным и замкнутым отображением. Заметим
также, что открытое дискретное отображение f : D → D ∗ конечного искажения, для
которого N(f,D) <∞,
N(f,D) = sup
y∈S∗
N(y, f,D) ,
N(y, f,D) = card {p ∈ E : f(p) = y} ,
является нижним Q-отображением в каждой точке p0 ∈ D при Q(p) = c ·N(f,D) ·Kf (p),
где c > 0 – некоторая постоянная, зависящая только от точки p0 и области D ∗, а Kf
определено в (1.1). В таком случае, желанное заключение вытекает непосредственно из
теоремы 2.1. ✷
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